Оглавление

1Оглавление


21.
Уравнение Лапласа и Пуассона.


2a)Физический смысл стационарной задачи


2b)Примеры



2c)Понятие о потенциалах


2d)Постановка задач



2.
Первая и вторая формулы Грина с оператором, следствия.
3

43.
Гармонические функции. Интегральное представление. Их основные свойства.


64.
Теорема о среднем для гармонических функций


75.
Теорема о максимумах и минимумах для гармонических функций. Единственность и корректность задач Дирихле.


86.
Функция Грина для краевой задачи с уравнением Пуассона. Её построение методом отображений.


97.
Функция Грина для задачи с уравнением 
, понятия, определения.


9a)решение задач с её помощью


9b)построение в одномерном случае на отрезке


118.
Теория потенциалов, определение, основные свойства.


12a)Объёмный потенциал


14b)Потенциал простого слоя


15c)Потенциал двойного слоя


16d)Решение задач Дирихле с уравнением Пуассона методом теории потенциалов


17e)Сводная таблица6 общие сведения о потенциалах:


189.
Понятие о корректно и некорректно поставленных задачах математической физики, примеры.


1910.Уравнение с оператором 
 с особенностью 
, свойства, ограниченность, постановка задачи.


2011.Уравнение Бесселя.


21a)особенность, построение ограниченного решения 
.


22b)общее решение, 
, 
, 
, понятие о функциях 
.


23c)асимптотика решений уравнения Бесселя, нули функции Бесселя.


24d)краевая задача на собственные значения: 
, её решение, ортогональность собственных функций, теорема Фурье-Бесселя б/д.


25e)модифицированное уравнение Бесселя, ограниченность решения 
, свойства, общее решение, понятие о функции 
.


26f)Сводная таблица.


2712.Краевая задача 
 с двумя особыми точками на концах отрезка. Граничные условия. Условия самосопряжённости оператора 
. 


2813.Уравнение гипергеометрического типа.


28a)Приведение к самосопряжённому виду. Весовые функции 
. Уравнение для производных.


29b)Решение в виде полиномов. Формула Родрига.


30c)Ортогональные решения полиномов.Свойства нулей


3114.Примеры: уравнения, краевые задачи, определение и свойства полиномов


31a)Лежандра.



32b)Чебышева-Лягера.


33c)Чебышева-Эрмита.


34d)Сводная таблица для уравнений гипергеометрического вида.


3615.Уравнения, краевая задача для присоединенных полином Лежандра. Решения. Основные свойства.


3716.Уравнение Лапласа в сферических координатах. Схема решения методом разделения переменных.


3817.Сферические функции, определения, построение системы базисных функций. Ортогональность, полнота, теорема о разложении, б/д.


1. 
Уравнение Лапласа и Пуассона.

Уравнение вида: [image: image16.wmf]0
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- называется  уравнением Лапласа.
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- неоднородное уравнение Лапласа – уравнение Пуассона.

Обобщим эти уравнения: [image: image19.wmf][

]
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, где р – некоторая точка трёхмерного пространства.

	Система Коши – Римана: 
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	Функции u(x,y) и v(x,y), удовлетворяющие этой системе, удовлетворяют уравнение Лапласа. Например, такая комплексная функция: 
[image: image21.wmf])
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аналитическая, то обе части решения удовлетворяют уравнению Лапласа: 
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a) Физический смысл стационарной задачи

Уравнение вида: 
[image: image25.wmf]0
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- называется  уравнением Лапласа. Оно описывает стационарный процесс с установившимся распределением температуры сплошной среды. Описывает любые установившиеся процессы. При наличии источников тепла получаем уравнение: 
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- неоднородное уравнение Лапласа – уравнение Пуассона.

b) Примеры

Уравнение теплопроводности: 
[image: image28.wmf][
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- описывает распределение температуры в сплошной среде. Если это распределение не зависит от времени, то уравнение теплопроводности примет вид: 
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	Понятие о потенциалах


[image: image30]
	Заряд в точке Q создаёт поле, которое описывается потенциалом 
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, r – расстояние от точки Q до некоторой точки р. Величина 
[image: image33.wmf])
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удовлетворяет уравнению Лапласа для всех 
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То же самое можно сказать о потенциале системы зарядов - это есть сумма потенциалов отдельных зарядов.


c) Постановка задач

Постановка задачи (можно поставить задачу для разного числа переменных) состоит из составления уравнения и определения области изменения переменных.

Начальных условий здесь не будет, т.к. задача стационарная, а граничные условия не будут зависеть от времени:

Пишем уравнение: 
[image: image36.wmf][
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Задаём область: пусть некоторая область D ограничена контуром Г, p – внутренние точки области D: 
[image: image37.wmf]D
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Задаём краевые условия: [image: image38.wmf]Г
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(линейное краевое условие). 

Первая краевая задача: 
[image: image39.wmf])
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Вторая краевая задача: 
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Третья краевая задача: 
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2. Первая и вторая формулы Грина с оператором
[image: image42.wmf][

]

qu

u

p

k

div

u

L

+

Ñ

=

)

)

(

(

, следствия.

Пусть функции u,v дважды непрерывно дифференцируемы. Введём скалярное произведение: 
[image: image43.wmf]ò
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Формулы Грина:

1. Применим  к u оператор L и перемножим скалярно с v: [image: image44.wmf][
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. Выведем эту формулу. Распишем скалярное произведение: 
[image: image45.wmf][
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. Рассмотрим отдельно первое слагаемое: 
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. Для того чтобы воспользоваться формулой Гаусса - Остроградского преобразуем это выражение следующим образом - внесём 
[image: image47.wmf]y

 под знак дивергенции так: 
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 теперь применим формулу Гаусса - Остроградского 
[image: image50.wmf](
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. Тогда наше скалярное произведение перепишется следующим образом: 
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 - первая формула Грина.

2. 
[image: image52.wmf][
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Теорема о единственности краевых задач:

	Задача 
[image: image53.wmf][
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 имеет единственное решение, если задача: 
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 имеет лишь тривиальное решение 
[image: image55.wmf]0
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Доказательство: Воспользуемся первой формулой Грина: 
[image: image56.wmf][
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Рассмотрим все три типа краевых задач:

Первая краевая задача: 
[image: image60.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image61.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image62.wmf]dp
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= 0 – т.е. сумма 2-х положительных величин, она равняется нулю тогда, когда 
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[image: image66.wmf]const
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Третья краевая задача: из условия теоремы следует, что
[image: image69.wmf]s
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 т.е. получаем сумму 3-х положительных величин, она равняется нулю тогда, когда  
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Вторая краевая задача: 
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 EMBED Equation.3  [image: image72.wmf]Þ
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 EMBED Equation.3  [image: image74.wmf]Þ

 

Рассмотрим два случая:

	1) 
[image: image75.wmf]0
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 EMBED Equation.3  [image: image76.wmf]Þ

 любая 
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[image: image78.wmf][

]

const

v

где

v

v

L

=

=

=

0

,

l

lr

, ч.т.д.
	2) 
[image: image79.wmf]0

¹

q



 EMBED Equation.3  [image: image80.wmf]Þ



 EMBED Equation.3  [image: image81.wmf]0
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Физический смысл соотношений, получаемых с помощью формул Грина.

Рассмотрим задачу  
[image: image82.wmf]Þ
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Используя 1-ую формулу Грина получаем ( 
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 т.е. если решение рассмотренной задачи существует, то для f и g выполняется условие 
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[image: image91.wmf]Þ

 Тепло, выделяющееся источником внутри области, равно теплу, выходящему из области через границу в единицу времени.

3. Гармонические функции. Интегральное представление. Их основные свойства.


[image: image92.wmf]u
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Примеры

1: Линейная функция вида 
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2: Цилиндрические функции. Рассмотрим цилиндрическую систему координат (r,φ,z): 
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 EMBED Equation.3  [image: image103.wmf]2
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3: Сферические функции. Рассмотрим сферические координаты: 
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Получим формулу интегрального представления.
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Рассмотрим последний интеграл: [image: image125.wmf]s
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Применим к первому слагаемому теорему о среднем: 
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применим теорему о среднем 
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Таким образом, получили, что: 
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В двумерном случае получаем аналогично: [image: image147.wmf]ò
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[image: image148.wmf]pQ
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- расстояние между точками p и Q.

Свойства гармонических функций.

1. Гармоническая функция бесконечно дифференцируема в любых внутренних точках.

2. 
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- интеграл по любой замкнутой поверхности внутри области гармоничности D. Следует из второй формулы Грина. Стационарное распределение возможно лишь тогда, когда тепловой поток равен нулю.

3. Теорема о среднем. Для любой гармонической функции в области D:
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 - равен своему среднему значению по любой сфере [image: image151.wmf]R
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4. Теорема  о максимумах и минимумах. Любая функция, гармоническая в области D и непрерывная на Г принимает своё максимальное и минимальное значения на границах и только на границах (кроме U=const).

4. Теорема о среднем для гармонических функций

Теорема о среднем: Для любой гармонической функции [image: image152.wmf])

(

p

u

 в области D выполняется: [image: image153.wmf]ò

=

R

p

S

udQ

R

p

u

2

4

1

)

(

p

 - равна своему среднему значению по любой сфере с центром в точке р и радиусом R - [image: image154.wmf]R

p

S

.

Доказательство: запишем интегральную формулу: 
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Учтём что, [image: image156.wmf]const
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5. Теорема о максимумах и минимумах для гармонических функций. Единственность и корректность задач Дирихле.

Теорема о максимумах и минимумах. Любая функция, гармоническая в области D и непрерывная на Г принимает своё максимальное и минимальное значения на границах и только на границах (за исключением тривиального случая U=const).

Доказательство: пусть теорема не верна. 
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Теорема о минимумах доказывается аналогично, заменой (u) на (-u).
Следствия:
1. Единственность. Задача Дирихле имеет единственное решение, если её однородная задача имеет только тривиально решение.

Рассмотрим первую краевую задачу Дирихле. 
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 - во всей области D в том числе и на границе.
2. Корректность - непрерывная зависимость решений от дополнительных условий в любой конечной точке области. 

Если имеем уравнение 
[image: image175.wmf])

(

p

f

u

=

D

-

 и два условия 
[image: image176.wmf])

(

)

(

2

2

1

1

p

g

u

p

g

u

=

=

, причём 
[image: image177.wmf]e

£

-

2

1

g

g

 (отличные на малую величину), то и 
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Пусть 
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- гармоническая функция, тогда:
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 EMBED Equation.3  [image: image182.wmf]e

e

<

Î

<

-

)

(

Г

p

v

, тогда по теореме о максимумах и минимумах везде в области D верно: 
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 EMBED Equation.3  [image: image185.wmf]Þ

 то есть малому изменению граничных условий отвечает малое изменение решений. Задача Дирихле корректна.

Пример некорректной задачи: 
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Рассмотрим два типа начальных условий: 
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6. Функция Грина для краевой задачи с уравнением Пуассона. Её построение методом отображений.
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Точка р принадлежит области D, ограниченной контуром Г.

Воспользуемся формулой: [image: image193.wmf]ò
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 и, соответственно, не можем найти точное решение - избавимся от слагаемого, которое её содержит. Воспользуемся второй формулой Грина для функций 
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Функция Грина является решением задачи (1), 
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Функция Грина задачи 
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7. Функция Грина для задачи с уравнением [image: image230.wmf][
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 - краевая задача – общий вид – с эллиптическим уравнением.

Функцией Грина будем называть решение следующей задачи: (4’)
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d) решение задач с её помощью

Пусть 
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	Рассмотрим последний интеграл отдельно для всех трёх типов краевых задач:
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т.о. можно написать, что: 
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 - решение (1’) с учётом краевых условий.

e) Построение функции Грина  в одномерном случае на отрезке

	в одномерном случае (
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Рассмотрим интервал 
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Выбираем решение 
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[image: image268.wmf]x

 размера δ и проинтегрируем левую часть (*): 
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 EMBED Equation.3  [image: image273.wmf]1
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с) Функция Грина симметрична по своим аргументам G(P,Q) = G(Q,P)
8. Теория потенциалов, определение, основные свойства.
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 расположен заряд величины 
[image: image291.wmf]q

, тогда в любой точке 
[image: image292.wmf]p

пространства будет создаваться поле, потенциал которого:
[image: image293.wmf]pQ

r

q

p

u

=

)

(

. Для системы зарядов, потенциал имеет вид: 
[image: image294.wmf]å

=

i

pQ

i

i

r

q

p

u

)

(

. 

	[image: image1082.wmf]E

r


[image: image295]
	Диполь: Пусть в точках 
[image: image296.wmf]1

Q

 и 
[image: image297.wmf]2

Q

 расположены заряды, величиной –e и +e. 
[image: image298.wmf]v

eh

=

 - момент диполя, будем сближать точки 
[image: image299.wmf]1

Q

 и 
[image: image300.wmf]2

Q

, сохраняя величину 
[image: image301.wmf]v

eh

=

 (увеличивая e), то в пределе при 
[image: image302.wmf]0

®

h

 получим точечный диполь, расположенный в точке Q, потенциал которого равен: 
[image: image303.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

¶

¶

=

pQ

r

n

v

p

w

1

)

(

.



Рассмотрим интеграл: 
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Замечание: из равномерной сходимости следует сходимость интеграла. 

При определении интеграла предполагалось, что промежуток интегрирования конечен и подынтегральная функция определена и непрерывна на этом промежутке. Такой интеграл называется собственным. Если нарушается хотя бы одно из этих условий, то интеграл называется несобственным.
f) Объёмный потенциал
Потенциал поля, созданного зарядами, распределёнными в области 
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Свойство 1. Объёмный потенциал определён и непрерывен всюду.
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Свойство 2. Объёмный потенциал имеет всюду непрерывные частные производные первого порядка по координатам точки
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Свойство 3. Объёмный потенциал является гармонической функцией вне области 
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Свойство 4. в точках области 
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 объёмный потенциал удовлетворяет соотношению: 
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Вторые производные рвутся.


Свойство 5. При стремлении точки наблюдения к бесконечности объёмный потенциал стремится к нулю (
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g) Потенциал простого слоя

Потенциал поля, созданного зарядами, распределёнными по поверхности 
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Свойство 1. Потенциал простого слоя определён всюду.
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Свойство 2. Потенциал простого слоя и непрерывен всюду.
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Свойство 3. Потенциал простого слоя является гармонической функцией всюду, кроме точек несущей поверхности 
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Свойство 4. нормальные производные потенциала простого слоя имеют разрыв первого рода в точках поверхности 
[image: image444.wmf]S

 со скачком 
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Свойство 5. если несущая поверхность 
[image: image447.wmf]S

 ограничена, то потенциал простого слоя стремится к нулю, когда точка 
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 стремится к бесконечности.

Применим к интегралу теорему о среднем: 
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h) Потенциал двойного слоя
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 - двусторонняя поверхность с непрерывно меняющейся касательной плоскостью, и на ней распределены диполи с плотностью моментов 
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Пусть [image: image464.wmf]S

 - двусторонняя поверхность с фиксированным направлением нормали. Вообразим, что в положительном направлении нормали мы отложили отрезки длинною 
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Свойство 1. Потенциал двойного слоя определён всюду.


Свойство 2. В точках 
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, не лежащих на несущей поверхности [image: image485.wmf]S
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Свойство 3. при стремлении точки наблюдения [image: image489.wmf]p

 к бесконечности потенциал двойного слоя стремится к нулю. 
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Свойство 4. Если плотность дипольных моментов 
[image: image493.wmf])

(

p

r

 непрерывна на [image: image494.wmf]S

 (S замкнута), то потенциал двойного слоя имеет разрыв первого рода в точках несущей поверхности [image: image495.wmf]S
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i) Решение задач Дирихле с уравнением Пуассона методом теории потенциалов

Полученные свойства потенциалов позволяют пользоваться ими как удобным аппаратом для решения краевых задач.

Решим первую краевую задачу с уравнением Пуассона.

Задача: найти функцию, гармоническую в области 
[image: image500.wmf]D

, ограниченную контуром 
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, задачу (1) свели к (2). Ищем её решение в виде потенциала двойного слоя: 
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Таким образом, решением краевой задачи будет потенциал двойного слоя с плотностью, удовлетворяющей последнему уравнению.
j) Сводная таблица6 общие сведения о потенциалах:

	Потенциал
	Объёмный потенциал
	Потенциал простого слоя
	Потенциал двойного слоя
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	Объём 
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	В объёме Д находится заряженный непрерывно с плотность 
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	Вторые производные: 
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	Если поверхность S замкнута, и нормаль направлена внутрь, то можно указать величину разрыва: 
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	В 2D случае всё аналогично, нужно сделать лишь следующие замены: 
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9. Понятие о корректно и некорректно поставленных задачах математической физики, примеры.

Корректность - непрерывная зависимость решения от дополнительных условий в любой конечной точке области, т.е. если имеем уравнение 
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 EMBED Equation.3  [image: image553.wmf]Þ

 то есть малому изменению граничных условий отвечает малое изменение решений. Задача Дирихле корректна.

Пример некорректной задачи: 
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Рассмотрим два типа начальных условий: 
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Теория специальных функция – это теория следующих уравнений: (*)
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 - линейное дифференциальное уравнение второго порядка. Пусть функция 
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Доказательство: Из теории ОДУ знаем, что 
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Уточним теорему: рассмотрим два случая.

1. 
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 - полюс порядка 
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Проанализируем получившееся решение:
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Так как полное решение (*) всегда является суммой двух решений: ограниченного и неограниченного, то ограниченность этого первого решения уже есть само по себе граничное условие. 


11. Уравнение Бесселя.

Рассмотрим уравнение вида: 
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 - уравнение Бесселя. Это уравнение для цилиндрических функций – его решения – цилиндрические функции. Рассмотрим лапласиан в цилиндрических координатах, 
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 - возникает в связи с решением уравнения Лапласа в цилиндрических координатах.

Решением этого уравнения (1-ым базисным решнием) является функция Бесселя первого рада: 
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Рассмотрим некоторые её свойства.

1) Рекуррентные соотношения. 
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2) Функции Бесселя с полуцелыми номерами 
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Для этого выполним преобразования: 
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Таким образом, мы получили следующие значения: 
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, используя рекуррентные соотношения можно получить остальные значения полуцелых индексов.

3) Нули функции Бесселя.
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	1. Они есть и их бесконечно много, следует из асимптотики: 
[image: image612.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

+

=

x

x

O

x

x

A

x

y

1

)

sin(

)

(

0

0

d

.

2. Все нули, кроме 
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3. Все нули действительные, положительные.
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5. При возрастании 
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k) особенность, построение ограниченного решения [image: image619.wmf])
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Будем искать решение уравнения Бесселя в виде ряда Тейлора, умноженного на 
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, найдём коэффициенты и выберем ограниченное решение.

Подставив решение в уравнение, сравниваем коэффициенты при разных степенях:
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Пусть 
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Таким образом, получили коэффициенты ряда: 
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Запишем формальный ряд: 
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 - функция Бесселя первого рода – это первое базисное решение.

Случай 
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Будем искать решение уравнения Бесселя в виде ряда Тейлора, умноженного на 
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, найдём коэффициенты и выберем ограниченное решение.

Подставив решение в уравнение, сравниваем коэффициенты при разных степенях:

	При 
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В качестве второго линейно независимого решения уравнения Бесселя можно взять функцию, построенную следующим образом: 
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Её асимптотика 
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Могут быть и другие линейно-независимые комбинации (базисные решения):
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 - функции Ханкеля, их асимптотика 
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Т.о. общее решение уравнения Бесселя имеет вид (линейная комбинация 2-х базисных решений):
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m) асимптотика решений уравнения Бесселя, нули функции Бесселя.

Функции Бесселя (любые решения уравнения Бесселя) имеют особенность в нуле. Решение уравнения Бесселя при 
[image: image685.wmf]¥

®

x

имеет следующий вид: 
[image: image686.wmf]4

3

4

2

1

ь

погрешност

x

x

O

x

x

A

x

y

÷

ø

ö

ç

è

æ

+

+

=

1

)

sin(

)

(

0

0

d

. Докажем это.

Для этого сделаем замену: 
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. Получили систему, разрешённую относительно производных, но не нелинейную. Оценим. Проинтегрируем и запишем для первого и второго уравнений:
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 - общая формула для любой цилиндрической функции.

Асимптотики функций Бесселя и Неймана:
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n) краевая задача на собственные значения: [image: image712.wmf]ï
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, её решение, ортогональность собственных функций, теорема Фурье-Бесселя б/д.
Рассмотрим краевую задачу на собственные значения. 
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Все собственные значения действительны и положительны. Это следует из самосопряженности оператора 
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. Убедимся в его самосопряженности. Напишем формулу Грина 


[image: image735.wmf][

]

[

]

(

)

{

{

{

{

{

0

Re

,

0

)

(

0

1

1

>

=

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

÷

÷

÷

÷

÷

ø

ö

ç

ç

ç

ç

ç

è

æ

-

-

=

-

ò

-

-

»

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

»

º

n

n

n

n

n

n

n

a

a

R

r

n

r

R

J

m

r

R

J

n

r

m

r

n

m

n

m

dr

dy

y

y

dr

dy

r

k

dr

y

L

y

y

y

L

m

n

, 
[image: image736.wmf][

]

[

]

>

>=<

<

n

m

n

m

y

L

y

y

y

L

,

,

 - т.е. оператор самосопряжённый. Это значит, что все собственные значения действительны и положительны, т.к. 
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Все собственные функции, отвечающие разным собственным значениям ортогональны с весом 
[image: image739.wmf]r

: 
[image: image740.wmf][

]

(

)

(

)

ï

ï

î

ï

ï

í

ì

=

ï

þ

ï

ý

ü

ï

î

ï

í

ì

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

-

+

¢

¹

=

×

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

×

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

ò

m

n

J

J

R

m

n

dr

r

r

R

J

r

R

J

m

m

m

n

R

m

,

1

)

(

2

,

0

2

2

2

2

2

0

n

n

n

n

n

n

n

n

n

a

a

n

a

a

a


Теорема Фурье-Бесселя (о полноте)
Любая функция 
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В задаче на собственные функции и собственные значения всё будет аналогично, если вместо краевого условие первого рода мы возьмём 
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o) модифицированное уравнение Бесселя, ограниченность решения [image: image749.wmf])
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p) Сводная таблица.

	Лапласиан в цилиндрических координатах:
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	Лапласиан в сферических координатах:
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	Уравнение Бесселя: 

(уравнение для цилиндрических функций)
	
[image: image772.wmf]0

)

(

2

2

2

2

2

=

-

+

+

y

x

dx

dy

x

dx

y

d

x

n



	решение уравнения Бесселя при 
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	Функция Бесселя первого рода:
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	Модифицированное уравнение Бесселя:
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	Модифицированная функция Бесселя:
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	Функция Неймана:
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	Функции Ханкеля:
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	Функция Макдональда:
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	рекуррентные соотношения:
	1) 
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	функция Бесселя полуцелых порядков:
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	рассмотрим краевую задачу (задачу на собственные значения и собственные функции):
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ï

î

ï

ï

í

ì

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

Þ

r

R

J

y

R

m

m

m

m

n

n

n

a

a

l

2

, где 
[image: image793.wmf]...

0

:

0

)

(

:

3

2

1

<

<

<

<

=

=

n

n

n

n

n

a

a

a

l

a

x

корни

R

J

m



	Ортогональность
(и нормировка):
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12. Краевая задача [image: image795.wmf][
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	Известно ограниченное решение в точке b, а также ограниченное решение в точке a. Возможен случай, когда решение в точке 
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Полученные функции, отвечающие различным собственным значениям, будут ортогональны, то есть оператор 
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Самосопряженность оператора 
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Используя 2-ую формулу Грина получаем: 
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13. Уравнение гипергеометрического типа.

q) Приведение к самосопряжённому виду. Весовые функции [image: image809.wmf])
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Это свойство одномерной задачи. Т.к. вид оператора 
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 Таким образом: 
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Каждому целому 
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Запишем в чистом виде: 
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s) Ортогональные решения полиномов. Свойства нулей.

Эти полиномы ортогональны с весом 
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Докажем. Запишем вторую формулу Грина: 
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Теорема: Если 
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	т.к. это интеграл от знакопостоянной функции.


Таким образом, получили противоречие, значит 
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14. Примеры: уравнения, краевые задачи, определение и свойства полиномов

t) Полиномы Лежандра.


1) Определим многочлены Лежандра так: разложим в ряд по степеням [image: image907.wmf]r
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Коэффициенты этого разложения 
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2) Краевая задача: найти такие значения 
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Функция 
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Упрощённое уравнение Лежандра: 
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3) Рекуррентные соотношения: 
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 EMBED Equation.3  [image: image919.wmf])
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4) Ортогональность и норма полиномов Лежандра: [image: image920.wmf]ï
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5) Все нули полиномов Лежандра простые и расположены на интервале 
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6) Ограниченность: полиномы Лежандра 
[image: image925.wmf])
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 равномерно ограниченны для всех значений аргумента [image: image926.wmf]1
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u) Полиномы Чебышева-Лягера.


1) Определим полиномы Чебышева-Лягера так: разложим в ряд по степеням [image: image927.wmf]r

 функцию: 
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Коэффициенты этого разложения 
[image: image929.wmf]0
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 являются многочленами, называемыми полиномами Чебышева-Лягера. [image: image930.wmf])
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 - называется производящей функцией полиномов Чебышева-Лягера.


2) Краевая задача: найти такие значения 
[image: image931.wmf]l
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 существуют не тривиальные решения уравнения Чебышева-Лягера 
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Функция 
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 - есть собственная функция задачи, соответствующая собственному значению
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Упрощённое уравнение Чебышева-Лягера: [image: image939.wmf]0
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3) Рекуррентные соотношения: 
[image: image940.wmf]0
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4) Ортогональность и норма полиномов Чебышева-Лягера: 
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:, полиномы Чебышева-Лягера разных порядков ортогональны между собой с весом 
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v) Чебышева-Эрмита.


1) Определим полиномы Чебышева-Эрмита так: разложим в ряд по степеням [image: image943.wmf]r

 функцию: 
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Коэффициенты этого разложения 
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 являются многочленами, называемыми полиномами Лежандра. [image: image946.wmf])
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 - называется производящей функцией полиномов Чебышева-Эрмита.


2) Краевая задача: найти такие значения 
[image: image947.wmf]l
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Функция 
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 - есть собственная функция задачи, соответствующая собственному значению 
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Упрощённое уравнение Чебышева-Эрмита: 
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3) Рекуррентные соотношения: 
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4) Ортогональность и норма полиномов Чебышева-Эрмита: 
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w) Сводная таблица для уравнений гипергеометрического вида.

	
	Лежандр
	Чебышев - Лягер
	Чебышев - Эрмит
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	Упрощенное уравнение
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	Собственные решения:
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	Собственные функции 
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	Рекуррентные соотношения:
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 EMBED Equation.3  [image: image973.wmf])
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 EMBED Equation.3  [image: image976.wmf])
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	Производящие функции:
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	Ортогональность и норма:
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	Упрощенное уравнение гипергеометрического вида:
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	его самосопряжённый вид
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	Произвольное решение уравнения гипергеометрического вида тоже является решением другого уравнения гипергеометрического вида:
	Пусть: 
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	Собственные решения:
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	Собственные функции (Формула Родрига):
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	Ортогональность:
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	Присоединённые уравнение Лежандра:
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	Присоединённые функции:
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	Норма присоединённых функций:
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15. Уравнения, краевая задача для присоединенных полином Лежандра. Решения. Основные свойства.

Рассмотрим задачу: найти собственные значения и собственные функции уравнения (1)[image: image994.wmf]1
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 раз. Нетривиальное ограниченное решение уравнения Лежандра существует лишь при [image: image1001.wmf],...
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 - целое положительное число. Отсюда следует, что 
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 - присоединённая функция Лежандра [image: image1007.wmf]m

-го порядка.

Свойства.

1) Норма присоединённых функций: [image: image1008.wmf]ï
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2) Любая функция 
[image: image1009.wmf])
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 и обращающаяся в нуль на его концах при 
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, может быть равномерно аппроксимирована с любой степенью точности линейной комбинацией из присоединённых функций любого порядка [image: image1013.wmf]m
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16. Уравнение Лапласа в сферических координатах. Схема решения методом разделения переменных.

Запишем оператор Лапласа в сферических координатах:
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Решим уравнение Лапласа (1)
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 Задача: найти значения 
[image: image1021.wmf]l
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Решаем (4). 
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Решаем (5). Сделаем замену: 
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 - полный набор базисных сферических функций.

Каждому 
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Перейдём к решению задачи для 
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-  решение уравнения Лапласа в сферических координатах.

17. Сферические функции, определения, построение системы базисных функций. Ортогональность, полнота, теорема о разложении, б/д.

Сферическими функциями называются любые нетривиальные решения задачи 
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Построим систему базисных функций, для этого решим задачу: найти значения 
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, при которых задача имеет не тривиальное решение. Будем решать задачу методом разделения переменных. Пусть 
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, получили уравнение для присоединённых функций Лежандра. Тогда получаем решение: 
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Каждому 
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(Чтобы их можно было называть базисными, нужно иметь в виду, что они являются базисными в пространстве функций на сфере).


Эти сферические функции ортогональны между собой: 
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Теорема о разложении. Пусть 
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-0.1764491517
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0.0524001665
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0.1059908091
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0.0692255776

-0.1664561413
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0.0327209979
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-0.0419132716
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-0.1706304826
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-0.1783089801
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0.0497787683

-0.1631957727
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0.0823986856
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0.1677352543
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Лист1

		0

		0.01		0.3157009832		0.7902323186		0.83		-0.83

		0.02		0.4442381287		0.7605721903		0.36		-0.36

		0.03		0.5395436113		0.7258631675		0.26		-0.26

		0.04		0.6157244622		0.6865182391		0.22		-0.22

		0.05		0.6780100988		0.6429703766		0.19		-0.19

		0.06		0.7289502987		0.5956710544

		0.07		0.7699874104		0.5450881643

		0.08		0.8020284917		0.4917034558

		0.09		0.8256990623		0.4360096082

		0.1		0.8414709848		0.3785070183

		0.11		0.8497328771		0.3197003792

		0.12		0.8508313864		0.2600951123

		0.13		0.8450964336		0.2001937104

		0.14		0.8328570321		0.1404920436

		0.15		0.8144512461		0.0814756746

		0.16		0.7902323186		0.0236162293

		0.17		0.7605721903		-0.0326321382

		0.18		0.7258631675		-0.0868361467

		0.19		0.6865182391		-0.1385866206

		0.2		0.6429703766		-0.1875015221

		0.21		0.5956710544		-0.233228752

		0.22		0.5450881643		-0.2754486935

		0.23		0.4917034558		-0.3138764753

		0.24		0.4360096082		-0.3482639324

		0.25		0.3785070183		-0.3784012477

		0.26		0.3197003792		-0.4041182604

		0.27		0.2600951123		-0.4252854299

		0.28		0.2001937104		-0.4418144469

		0.29		0.1404920436		-0.4536584887

		0.3		0.0814756746		-0.4608121167

		0.31		0.0236162293		-0.4633108194

		0.32		-0.0326321382		-0.4612302054

		0.33		-0.0868361467		-0.454684856

		0.34		-0.1385866206		-0.4438268499

		0.35		-0.1875015221		-0.4288439727

		0.36		-0.233228752		-0.409957632

		0.37		-0.2754486935		-0.3874204952

		0.38		-0.3138764753		-0.3615138755

		0.39		-0.3482639324		-0.3325448879

		0.4		-0.3784012477		-0.3008434057

		0.41		-0.4041182604		-0.2667588424

		0.42		-0.4252854299		-0.2306567918

		0.43		-0.4418144469		-0.1929155547

		0.44		-0.4536584887		-0.153922587

		0.45		-0.4608121167		-0.1140708995

		0.46		-0.4633108194		-0.0737554421

		0.47		-0.4612302054		-0.0333695072

		0.48		-0.454684856		0.0066988183

		0.49		-0.4438268499		0.0460701184

		0.5		-0.4288439727		0.0843770013

		0.51		-0.409957632		0.1212673113

		0.52		-0.3874204952		0.1564071697

		0.53		-0.3615138755		0.1894838204

		0.54		-0.3325448879		0.2202082549

		0.55		-0.3008434057		0.2483175936

		0.56		-0.2667588424		0.2735772058

		0.57		-0.2306567918		0.2957825492

		0.58		-0.1929155547		0.3147607149

		0.59		-0.153922587		0.3303716665

		0.6		-0.1140708995		0.3425091641

		0.61		-0.0737554421		0.351101367

		0.62		-0.0333695072		0.3561111125

		0.63		0.0066988183		0.357535871

		0.64		0.0460701184		0.3554073798

		0.65		0.0843770013		0.3497909626

		0.66		0.1212673113		0.3407845424

		0.67		0.1564071697		0.3285173605

		0.68		0.1894838204		0.313148415

		0.69		0.2202082549		0.2948646368

		0.7		0.2483175936		0.2738788201

		0.71		0.2735772058		0.2504273318

		0.72		0.2957825492		0.2247676195

		0.73		0.3147607149		0.1971755455

		0.74		0.3303716665		0.1679425727

		0.75		0.3425091641		0.1373728284

		0.76		0.351101367		0.1057800771

		0.77		0.3561111125		0.0734846285

		0.78		0.357535871		0.0408102132

		0.79		0.3554073798		0.0080808528

		0.8		0.3497909626		-0.0243822431

		0.81		0.3407845424		-0.0562637267

		0.82		0.3285173605		-0.0872570784

		0.83		0.313148415		-0.1170674636

		0.84		0.2948646368		-0.1454144527

		0.85		0.2738788201		-0.1720345806

		0.86		0.2504273318		-0.1966837226

		0.87		0.2247676195		-0.219139265

		0.88		0.1971755455		-0.2392020518

		0.89		0.1679425727		-0.2566980909

		0.9		0.1373728284		-0.2714800054

		0.91		0.1057800771		-0.2834282177

		0.92		0.0734846285		-0.2924518579

		0.93		0.0408102132		-0.2984893893

		0.94		0.0080808528		-0.3015089474

		0.95		-0.0243822431		-0.3015083917

		0.96		-0.0562637267		-0.2985150713

		0.97		-0.0872570784		-0.2925853089

		0.98		-0.1170674636		-0.2838036105

		0.99		-0.1454144527		-0.2722816102

		1		-0.1720345806		-0.2581567623

		1.01		-0.1966837226		-0.2415907941

		1.02		-0.219139265		-0.2227679376

		1.03		-0.2392020518		-0.2018929577

		1.04		-0.2566980909		-0.1791889969

		1.05		-0.2714800054		-0.1548952593

		1.06		-0.2834282177		-0.1292645575

		1.07		-0.2924518579		-0.1025607452

		1.08		-0.2984893893		-0.0750560636

		1.09		-0.3015089474		-0.0470284256

		1.1		-0.3015083917		-0.0187586653

		1.11		-0.2985150713		0.0094722205

		1.12		-0.2925853089		0.0373858124

		1.13		-0.2838036105		0.0647089633

		1.14		-0.2722816102		0.0911764234

		1.15		-0.2581567623		0.1165333689

		1.16		-0.2415907941		0.1405378125

		1.17		-0.2227679376		0.1629628715

		1.18		-0.2018929577		0.1835988735

		1.19		-0.1791889969		0.2022552803

		1.2		-0.1548952593		0.218762412

		1.21		-0.1292645575		0.2329729573

		1.22		-0.1025607452		0.2447632545

		1.23		-0.0750560636		0.2540343347

		1.24		-0.0470284256		0.2607127175

		1.25		-0.0187586653		0.2647509521

		1.26		0.0094722205		0.2661279027

		1.27		0.0373858124		0.2648487742

		1.28		0.0647089633		0.260944882

		1.29		0.0911764234		0.2544731678

		1.3		0.1165333689		0.2455154697

		1.31		0.1405378125		0.2341775526

		1.32		0.1629628715		0.220587913

		1.33		0.1835988735		0.2048963683

		1.34		0.2022552803		0.1872724472

		1.35		0.218762412		0.1679035983

		1.36		0.2329729573		0.146993234

		1.37		0.2447632545		0.1247586313

		1.38		0.2540343347		0.1014287097

		1.39		0.2607127175		0.0772417096

		1.4		0.2647509521		0.0524427929

		1.41		0.2661279027		0.0272815914

		1.42		0.2648487742		0.0020097263

		1.43		0.260944882		-0.0231216775

		1.44		0.2544731678		-0.0478644562

		1.45		0.2455154697		-0.0719758292

		1.46		0.2341775526		-0.0952207529

		1.47		0.220587913		-0.1173741862

		1.48		0.2048963683		-0.1382232429

		1.49		0.1872724472		-0.157569214

		1.5		0.1679035983		-0.1752294381

		1.51		0.146993234		-0.1910390041

		1.52		0.1247586313		-0.2048522699

		1.53		0.1014287097		-0.2165441832

		1.54		0.0772417096		-0.226011393

		1.55		0.0524427929		-0.2331731416

		1.56		0.0272815914		-0.2379719299

		1.57		0.0020097263		-0.2403739506

		1.58		-0.0231216775		-0.2403692863

		1.59		-0.0478644562		-0.2379718719

		1.6		-0.0719758292		-0.2332192227

		1.61		-0.0952207529		-0.2261719329

		1.62		-0.1173741862		-0.2169129492

		1.63		-0.1382232429		-0.2055466294

		1.64		-0.157569214		-0.1921975951

		1.65		-0.1752294381		-0.1770093916

		1.66		-0.1910390041		-0.1601429691

		1.67		-0.2048522699		-0.1417750003

		1.68		-0.2165441832		-0.1220960526

		1.69		-0.226011393		-0.101308633

		1.7		-0.2331731416		-0.0796251264

		1.71		-0.2379719299		-0.0572656466

		1.72		-0.2403739506		-0.0344558228

		1.73		-0.2403692863		-0.0114245437

		1.74		-0.2379718719		0.0115983201

		1.75		-0.2332192227		0.03438419

		1.76		-0.2261719329		0.0567080309

		1.77		-0.2169129492		0.0783505545

		1.78		-0.2055466294		0.0991003566

		1.79		-0.1921975951		0.1187559645

		1.8		-0.1770093916		0.1371277775

		1.81		-0.1601429691		0.1540398801

		1.82		-0.1417750003		0.169331711

		1.83		-0.1220960526		0.182859574

		1.84		-0.101308633		0.1944979732

		1.85		-0.0796251264		0.204140764

		1.86		-0.0572656466		0.2117021068

		1.87		-0.0344558228		0.2171172156

		1.88		-0.0114245437		0.2203428963

		1.89		0.0115983201		0.2213578687

		1.9		0.03438419		0.2201628708

		1.91		0.0567080309		0.2167805458

		1.92		0.0783505545		0.2112551128

		1.93		0.0991003566		0.2036518271

		1.94		0.1187559645		0.1940562342

		1.95		0.1371277775		0.1825732283

		1.96		0.1540398801		0.1693259229

		1.97		0.169331711		0.1544543477

		1.98		0.182859574		0.138113984

		1.99		0.1944979732		0.1204741545

		2		0.204140764		0.1017162833

		2.01		0.2117021068		0.0820320447

		2.02		0.2171172156		0.0616214191

		2.03		0.2203428963		0.0406906753

		2.04		0.2213578687		0.0194502999

		2.05		0.2201628708		-0.0018871055

		2.06		0.2167805458		-0.0231089392

		2.07		0.2112551128		-0.0440047046

		2.08		0.2036518271		-0.0643680851

		2.09		0.1940562342		-0.0839989693

		2.1		0.1825732283		-0.1027054052

		2.11		0.1693259229		-0.1203054657

		2.12		0.1544543477		-0.1366290072

		2.13		0.138113984		-0.1515193031

		2.14		0.1204741545		-0.1648345387

		2.15		0.1017162833		-0.1764491517

		2.16		0.0820320447		-0.1862550064

		2.17		0.0616214191		-0.1941623904

		2.18		0.0406906753		-0.2001008251

		2.19		0.0194502999		-0.2040196822

		2.2		-0.0018871055		-0.2058886018

		2.21		-0.0231089392		-0.2056977077

		2.22		-0.0440047046		-0.2034576193

		2.23		-0.0643680851		-0.1991992604

		2.24		-0.0839989693		-0.1929734688

		2.25		-0.1027054052		-0.1848504091

		2.26		-0.1203054657		-0.1749187976

		2.27		-0.1366290072		-0.1632849462

		2.28		-0.1515193031		-0.1500716365

		2.29		-0.1648345387		-0.1354168349

		2.3		-0.1764491517		-0.1194722627

		2.31		-0.1862550064		-0.1024018361

		2.32		-0.1941623904		-0.0843799912

		2.33		-0.2001008251		-0.0655899117

		2.34		-0.2040196822		-0.0462216772

		2.35		-0.2058886018		-0.02647035

		2.36		-0.2056977077		-0.0065340209

		2.37		-0.2034576193		0.0133881685

		2.38		-0.1991992604		0.0330980049

		2.39		-0.1929734688		0.0524001665

		2.4		-0.1848504091		0.0711041494

		2.41		-0.1749187976		0.0890261393

		2.42		-0.1632849462		0.1059908091

		2.43		-0.1500716365		0.121833026

		2.44		-0.1354168349		0.1363994512

		2.45		-0.1194722627		0.1495500161

		2.46		-0.1024018361		0.1611592618

		2.47		-0.0843799912		0.1711175287
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