1. Уравнения малых колебаний.
Струна – упругая нить, не сопротивляющаяся изгибу, но оказывающая сопротивление растяжению.

Колебания каждой точки струны с абсциссой x описываются тремя компонентами вектора смещения 
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, будем рассматривать только такие колебания, в которых смещения струны лежат в одной плоскости (x,t), а вектор смещения перпендикулярен в любой момент времени к оси x (поперечные колебания). Ограничимся рассмотрением только малых колебаний, т.е. таких где можно пренебречь 
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. С точностью второго порядка по 
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 длина фиксированного участка струны не меняется во време6ни, т.е. этот участок не растягивается. Отсюда в силу закона Гука следует, что величина натяжения Т не меняется со временем, следовательно, Т может быть функцией только х:
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В силу предположения о малости колебаний следует, что величина натяжения Т, возникающего в струне не зависит от времени.

Запишем второй закон Ньютона: 
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[image: image6.wmf]u

- скорость в направлении оси х, смещением вдоль оси х пренебрегаем.
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Закон Ньютона запишется виде:
[image: image11.wmf]2

2

x

u

x

V

x

u

F

¶

¶

D

=

¶

¶

=

r

r

 - закон колебания струны
У нас малые колебания: 
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Окончательно получаем: дифференциальное уравнение малых поперечных колебаний струны:
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- линейная плотность струны, 
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- плотность внешних сил.

В случае, когда 
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уравнение запишется в виде:
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это одномерное волновое уравнение, где 
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Рассмотрим стержень расположенный вдоль оси х. 

Введём следующие обозначения:
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- площадь сечения стержня плоскостью, перпендикулярной оси х, проведённой через данную точку х, 
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- модуль Юнга и плотность в сечении с абсциссой х, 
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- величина отклонения вдоль стержня сечения с абсциссой х в момент времени t. Продольные колебания полностью описываются функцией 
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. Малыми мы будем называть такие продольные колебания, в которых натяжения, возникающие в процессе колебания, подчиняются закону Гука.

Дифференциальное уравнение малых продольных колебаний: 
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В случае, когда 
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 уравнение запишется в виде:
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это одномерное волновое уравнение, где 
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2. Задача Коши с уравнением струны (одномерный случай). Формула Даламбера.

	Рассмотрим следующую задачу: 
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Начальные условия существуют, граничные нет
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- характеристики волнового уравнения с наклоном а.

Легко получить общий вид решения этого уравнения: сделаем замену: 
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	Преобразованное уравнение будет иметь вид 
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	Функции С1 и С2 произвольные.

Каждая из функций F и G являются решениями u.
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- общий вид решения уравнения.

Найдём среди всех возможных решений u найдём такое, которое удовлетворяет начальным условиям
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- волна бежит вправо с а.
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- волна бежит вправо с а.

общее решение уравнения есть сумма двух произвольных волн, распространяющихся в разные стороны со скоростью а.
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две половины уравнения струны.
	
[image: image46]
Волна, бегущая вправо со скоростью а

	Н.У.: 
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интегрируем второе и получаем уравнения для определения F и G.
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 EMBED Equation.3  [image: image50.wmf]Þ
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ФОРМУЛА ДАЛАМБЕРА

	Полученный результат можно истолковать следующим образом: любое решение уравнения представляется в виде суперпозиции (наложения) прямой и обратной волн.
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- описывает прямую бегущую волну.
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- описывает обратную бегущую волну.
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3. Задача Коши с уравнением струны (3-х мерный и двумерный случаи). Принцип Гюйгенса.
Рассмотрим двумерную задачу: колебания мембраны.
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- величина отклонения точки мембраны с координатами (x,y) в момент времени t, 
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- поверхностная плотность, 
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- поверхностное натяжение, 
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- плотность внешних сил, S – площадка, кусочек мембраны.
	Закон Ньютона (справедливо для любой площадки S): 
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	Тогда получаем: 
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Дифференциальное уравнение малых колебаний мембраны.

	Т.к.: 
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	уравнение с постоянными коэффициентами колебания мембраны

	Рассмотрим трёхмерную задачу: колебания сплошной среды.
Гидро- и газодинамика описывает динамику газов и жидкостей. Движение сплошной среды описывается: 
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- вектор скорости, p – давление, 
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- плотность, Т – температура, f – плотность внешних сил (все эти величины зависят от трёх координат и времени).

Уравнение неразрывности среды и второй закон Ньютона:
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[image: image69.wmf]t
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производная по времени движущейся системы координат.
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Величина второго порядка малости – далее не учитываем.
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- уравнение состояния идеального газа. 

Тривиальное решение: состояние покоя:

Рассмотрим следующую ситуацию: 
Это маленькие величины – малые возмущения, пишем для них уравнения газодинамики:

Получаем систему уравнений акустики для малых колебаний:
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Сделаем замену: 
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И вспомним, что:
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Получим трёхмерное волновое уравнение, уравнение акустики:
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3. Задача Коши с уравнением струны (3-х мерный и двумерный случаи). Принцип Гюйгенса.
Запишем задачу однородного волнового уравнения в трёхмерном пространстве:
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Введём вспомогательную функцию
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- усреднение искомого решения по сфере 
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применим теорему о среднем: 
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, т.е. достаточно найти функцию 
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Применим операцию усреднения по сфере к (1) и используя 
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получим: 
[image: image86.wmf]tt

r

rr

tt

r

tt

u

r

u

u

r

a

u

u

r

r

r

a

u

u

a

º

+

Û

º

¶

¶

Û

º

D

)

2

(

)

(

1

2

2

2

2

2

, пусть 
[image: image87.wmf]tt

u

r

=

u



 EMBED Equation.3  [image: image88.wmf]tt
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, таким образом функция 
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удовлетворяет одномерному волновому уравнению. Применяя операция усреднения к начальным условиям получим: 
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Пусть:
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Таким образом для 
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Для её решения надо продлить начальные функции 
[image: image94.wmf])
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нечётным образом и применить формулу Даламбера. 
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Для вычисления 
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 воспользуемся правилом Лопиталя и учтём четность 
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воспользуемся (3) и (4) и тогда из (5) получим Формулу Пуассона:
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в трёхмерном случае решение зависит от того, что было на расстоянии at от точки p. 
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а в двухмерном, то того, что было на расстоянии at и раньше до точки р.



4. Задача на полупрямой (отражение волн).
	Запишем задачу Коши для полуограниченной струны:
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Лемма1: если в задаче Коши начальные функции 
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[image: image108.wmf])

,

(

t

x

u

равно нулю при 
[image: image109.wmf]0

=

x

: 
[image: image110.wmf]0

)

,

0

(

º

t

u

.
	Доказательство:полагаем в формуле Даламбера, дающей решение задачи Коши, 
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Лемма2: если в задаче Коши начальные функции 
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 ,то решение этой задачи 
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Доказательство: продифференцируем формулу Даламбера:
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	Рассмотрим однородную краевую задачу: полагаем: 
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	Для её решения нельзя непосредственно воспользоваться формулой Даламбера, т.к. входящая в эту формулу разность 
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Чтобы найти решение, нужно поступить следующим образом:

Продолжить функции 
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тогда решением будет функция:  
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	Краевая задача: 
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	решается аналогично: начальные функции продлеваются на отрицательную область чётным образом
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и тогда её решение: 


[image: image143.wmf]ò

-

+

+

+

-

=

at

at

dy

y

a

at

x

at

x

t

u

)

(

2

1

2

)

(

)

(

)

,

0

(

1

1

1

y

j

j



	Отражение волн:


[image: image144] представим решение в виде:
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отражение происходит с потерей полуволны

(вторая решается аналогично)
	Проведём через точку (x0,t0) проведём две характеристики пересекающие ось х в точках –х1 и х2. Отклонение  u(x0,t0) в точке x0 в момент времени t0 складывается из отклонения, обусловленного обратной волной, пришедшей из х2, и отклонения, обусловленного прямой волной, пришедшей их точки –х1. но в точке –х1 в начальный момент временив начальный момент времени t=0 никакого возбуждения не могло быть, т.к. начальные условия заданы лишь на полупрямой x>0. из краевого условия задачи следует: 
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, поэтому вместо прямой волны идущей из –х1, можно рассматривать обратную волну, вышедшую из симметричной точки х1. За время t1 эта обратная волна дойдет до точки х=0. с момента времени t=t1 её надо заменить прямой волной , вышедшей из точки х=0 в момент t=t1 и несущей величину отклонения 
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на конце х=0 происходит явление отражения с сохранением величины отклонения, но с изменением его знака на противоположный.


5. Задача о распространении краевого режима.

Рассмотрим неоднородную краевую задачу на полупрямой:
[image: image149.wmf]ï
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Здесь есть две неоднородности: в н.у. и в г.у. они являются причиной колебания. Эта задача линейная, это означает, что: линейность от суммы результатов двух причин, есть сумма двух результатов причин в отдельности. Поэтому её можно разбить на две части: две задачи.

	Однородная краевая задача:
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эту задачу решать уже умеем (формула Даламбера).
	Задача о распространении краевого режима: 
[image: image151.wmf]ï
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	Тогда решение будет суммой двух решений:  
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Задачу для 
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 решать уже умеем, займёмся решением задачи для ω.


Поскольку единственной причиной возникновения возмущений является краевой режим, будем искать решение в виде прямой волны: 
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Из начальных условий :
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Таким образом: 
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Аналогично решается задача о распространении краевого режима: 
[image: image159.wmf])
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6. Смешанная краевая задача на отрезке с закрепленными концами (решение методом Фурье).

	Рассмотрим ограниченную струну: 
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	будем решать методом разделения переменных: будем искать частные решения уравнения в виде произведения двух функций:

Метод Фурье: Ищем u(x,t) в виде: 
[image: image161.wmf])
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Подставляем в уравнение: 
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Делим на 
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 (для того чтобы тождество выполнялось, приравниваем его некоторой произвольной константе)

	Получаем два уравнения:
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	* -  это уравнение второго порядка с двумя граничными условиями, это краевая задача с тривиальным решением, но она имеет не только тривиальное решение при некоторых λ. Это задача на собственные значения. Это задача Штурмана-Лиувилля. Решим её. рассмотрим три случая:

1. λ<0 – не подходит, т.к. собственные значения должны быть не отрицательными.

	2. λ=0: 
[image: image166.wmf]Þ

решение будет следующее: 
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получили тривиальное решение, оно нас не интересует, поэтому этот случай тоже не подходит.

3. λ>0: 
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 EMBED Equation.3  [image: image170.wmf]B
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решение задачи на собственные значения.

В этом решении каждому собственному значению соответствует решение задачи для Т: 
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получили бесконечное множество решений задачи. Т.к. это однородные и линейные уравнения, то решения можно складывать и умножать на числа. Т.о.: 
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Остались не выполненными начальные условия: 
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Задача решена. Проанализируем полученный результат.

Введём следующие величины: 
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Сn – амплитуда колебаний
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n

a

p

 – частота колебаний, 
[image: image184.wmf]n

j

 - фаза колебаний

Наше решение – суперпозиция двух волн – стоячая волна, например, звук - сумма бесконечного числа стоячих волн, с соответствующей частотой, фазой и амплитудой, зависит от параметров струны: 
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7. Смешанная краевая задача (задача Коши) 
[image: image189.wmf][

]

f

u

L

t

u

=

+

¶

¶

2

2

r

.
	Рассмотрим линейную задачу о колебаниях среды:
 Разбиваем задачу на три, каждая из которых вызывает одну причину: начальное отклонение, граничные возмущения, внешние силы, т.е. 
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	1) Учитываем граничные условия: подбираем u1 таким, что бы оно удовлетворяло граничным условиям: 
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В силу линейности оставшиеся два решения удовлетворяют  однородным граничным условиям.


	2) Учитываем начальные условия, не учитываем правую часть: ищем u2 такое, которое удовлетворяет однородному уравнению и однородным граничным условиям, а также получим новые начальные условия: 
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 Мы получили однородную задачу для u2 с неоднородными начальными условиями. Её решение в вопросе 8.
	3) Учитываем начальные условия, не учитываем правую часть: ищем u3 такое, что бы оно удовлетворяло неоднородному уравнению, и получаем для него нулевые условия: 
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Мы разделили задачу таким образом, что сумм этих трёх частей удовлетворяет исходным уравнению и условиям.


Рассмотрим решения задач 2 (ВОПРОС 8!) и 3 по отдельности:

	3) 
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	Воспользуемся т. с. зн. 
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- разложили решение в ряд по собственным значениям, коэффициенты разложения (
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[image: image203.wmf]n
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удовлетворяет уравнению: 
[image: image204.wmf]n

n

n

n

C

dt

C

d

t

f

l

+

=

2

2

)

(

 неоднородное линейное дифференциальное уравнение второго порядка, начальные условия получаем исходя из начальных условий задачи.
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8.смешанная краевая задача Коши с однородным уравнением.
	2) 
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Задача на собств. знач.: 
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Если решение есть оно должно удовлетворять решению и начальным условиям. Запишем теорему Стеклова: 
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	Ввиду ортогональности: 
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- коэффициенты разложения по ортогональному базису:  получили уравнение 
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 уравнение, которому удовлетворяет Сn. Его общее решение: 
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, подставим: 
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, коэффициенты находим из начальных условий.
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Мы решили задачу: суперпозиция стоячих волн.
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